Musterlosung zur Ubungsklausur Mathematik 2
Aufgabe 1:

< Sei (x>0 und y>0) oder (x<0 und y<0).
Dann gilt xy>0. Falls x,y>0 folgt dies aus Monotoniegesetz
der Multiplikation (Fiir alle x,y,z € K gilt x<y, z>0 = xz<yz).
Sind x,y<0 so sind -x, -y>0. Es folgt also xy=(-x)(-y)>0.

—> Widerspruchsbeweis:
Angenommen, es gilt nicht (x>0 und y>0) oder (x<0 und y<0).
Dann liegt einer der folgenden Fille vor:
1.) x=0 oder y=0
2.) (x>0 und y<0) oder (x<0 und y>0)
Im 1. Fall gilt xy=0.
Im 2. Fall folgt xy<0 nach dem Monotoniegesetz
der Multiplikation.
In beeden Fillen Widersproch zur Voraussetzung xy>0.

Aufgabe 2:

Anwenden der Dreiecksungleichung;:

Es gilt: 2|x|=|(x+y)+(x-y)|<[x+y|+|x-y| und
2|y|=|(xy) +(y-x) | <[x+y[+|y-x|=[x+y[+]xy]

Addition dieser beiden Ungleichungen ergibt:
2[x|+2ly[<2(|x+y[+]x-y])

Division durch zwei liefert die Behauptung.

Aufgabe 3:

Man muss zeigen:
1.) sup A + sup B ist eine obere Schranke von A + B
2.) Es existiert keine kleinere obere Schranke von A + B

Zul.) Seix € A + B bel..
Dann ist x von der Form x = a+b mit a € A und b € B.
Aus a< sup A und b< sup B =x=a+ b <sup A + sup B.
Also ist sup A + sup B obere Schranke von A + B.
Zu 2.) Sei y< (sup A+ sup B) beliebig.
Man muss zeigen: 7 ist keine obere Schranke von A + B.
Mit € := (sup A + sup B) - v ist auch 5 > 0.
Also sind sup A - § und sup B - §
keine oberen Schranken von A bzw. B.
Es gibt somit Elemente a € A und b € B
mit (sup A - §) < aund (sup B- 5) <b.
Es folgt: (sup A - 5)+ (sup B- §) = (sup A 4 sup B) - ¢ < a+b.



Also a+b € a+B und somit ist vy = (sup A + sup B) - ¢
keine obere Schranke von A + B.

Aufgabe 4:
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Aufgabe 5:
Es gilt:
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Aufgabe 6:

Die Folge konvergiert in R gleichméiflig gegen die Nullfunktion.
Wegen |fi(x)| = |sinz| <1 gilt | fn(z)] < fn(1) fir n>1.

Also muss man nur noch zeigen, dass die durch a; :=1

und a, 41 := sina,, definierte Folge gegen Null konvergiert.

Die Folge ist monoton fallend und durch 0 nach unten beschriankt
=-konvergent.

Da sin stetig, muss fiir den Grenzwert ¢ := lim a, gelten a=sin a.

n—oo

Dies ist genau fiir a=0 der Fall.

Aufgabe T:

Sei € > 0 bel.. Man muss zeigen, dass es ein § > 0 derart gibt,
dass |z — zo| < d = |f(z) — f(zo)| <&

fiir alle x aus dem Definitionbereich R.

Wie man die Differenz der Funktionswerte f(x) und f(z¢) abschétzt,
h#éngt natiirlich von der gegebenen Funktion f ab.

In diesem Fall kann man so vorgehen:

F(@) — F@o)l =125 — (~D)] =l lla + 1] < o — (~1)|
Also kann man ¢ := ¢ wiihlen.

Dann folgt mit der obigen Abschétzung fiir alle z € R

mit |z —xo| =]z + 1 <4

|f(z) = flzo)| < |z — (-1)| <e.

Aufgabe 8:




1.)

fo ist in zy unstetig, denn fiir die Folge x,,. = m
aber fo(r,) =sin(2nm + §) =1 fo(0) = 0.

2.)

f1 ist in z¢ stetig.

Sei ndmlich (z,,), irgendeine reelle Folge mit z,, — 0.
Man kann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass alle x,, # x¢ = 0 sind.

Dann gilt | f1(x)| = |z,]|sin(2)] < |2, also f(z,) — f(20) = 0.

Tn

gilt x, — g =0,

Aufgabe 9:

Vv ist auf [0, 1] gleichmifig stetig,

da jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall
gleichmiiBlig stetig ist.

Ein € — §—Beweis konnte wie folgt aussehen:

Sei € > 0 bel. vorgegeben. Wiihle § := 2.

Seien x,y€ [0, 1] bel. mit |z — y| < 4.

Dann gilt:

Ve - il <Vl -yl <Vi=e

(Die linke Ungleichung kann man leicht durch Quadrieren beweisen)

Aufgabe 10:

Nach den Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen,

insbes. Produkt- und Kettenregel, sind f; und f2 in R* := R\ {0}
differenzierbar und zwar mit den Ableitungen:

fi(x) = sinl — L cos und fo(x) = 2xsin 1 — cos 1

Nach den Rechenregeln fiir stetige Funktionen sind diese Ableitungen
in R* stetig, f1 und f5 also in R* stetig differenzierbar.

Zu untersuchen bleibt das Verhalten bei zg := 0.

f1 ist in g = 0 nicht differenzierbar,

denn fiir den Differenzenquotienten gilt:
fi(@)—fi(wo) _ zsin 20 1
T—To - z—0 T
und sin 1 besitzt keinen Grenzwert fiir 2 — 0 (Beweis mit Folgenkriterium)

= gin

f2 ist in zg = 0 differenzierbar und zwar mit den Ableitungen fé =0,
denn hier ergibt sich fiir den Differenzenquotienten:

fo()=fa(wo) _ z*sin1-0 1
T—x0 - z—0 T

= gsin - — 0 fiir x— 0.

fé ist in g = 0 nicht stetig, denn der Grenzwert

lim fé (z) = lim [21‘ sin & — cos l] existiert nicht.
2—0 z—0 x x

(Der erst Summand geht gegen Null,



der zweite besitzt fiir z — 0 keinen Grenzwert,
also kann die Summe auch keinen besitzen)

Aufgabe 11:
1.)
Nach dem Mittelwertsatz gilt f(x + 1) — f(z) = /(&)
fiir ein £ zwischen = und x + 1.
Mit z — oo geht auch £ — co. Also folgt zlingo[f(x—l—l)—f(x)] = xlﬁ?gof'(f) =
2.)
ei f beschriankt (|f(x)] < M) und angemommen, a # 0 (etwa a > 0)
Dann gibt es eine Stelle xq, sodass fiir alle § > o gilt f'(§) > §.
Damit folgt aus dem MWS f(x) — f(z¢) — oo und damit f(x) — oo.
Dies ist ein Widerspruch zu f beschréinkt. Somit ist Aussage 2.) bewiesen.
3)
Diese Aussage ist falsch. Man kann als Gegenbeispiel f(z) := sin/z wéhlen.

CcoS \/T
= 0.

f ist beschrinkt und es gilt zh_)rrolo fl(z) = wh_)rrgo NG

Der Grenzwert lim f(x) existiert aber nicht.
Tr— 00

Aufgabe 12:

Der Abstand des Punktes (z,y(z)) vom Ursprung (0, 0)

ist d(x) := /22 + y?(z)

Es ist einfacher, statt d die Funktion D := d? zu untersuchen.

(D ist maximal genau dann, wenn d maximal ist)

D(x) = d*(z) = 22 + (3z — 2?)? ist im Intervall [0, 3] differenzierbar.
Als Extremalstellen kommen daher nur die beiden Randpunkte 0 und 3
und etwaige stationéire Punkte in Frage.

Natiirlich ist xg := 0 die absolute Minimalstelle.

es ist: D'(z) = 22 + 2(3z — 22)(3 — 22) = 22(2z — 5)(z — 2)
Vorzeichenbetrachtung ergibt: D und damit auch d

nimmt von zg := 0 bis 7 := 2 streng monoton zu,

fallt dann streng monoton bis zs := g,
um anschlieBend wieder bis zum Rand z3 := 3 streng monoton zu steigen.
Damit ist klar, dass z; ein relatives Maximum,

x2 ein relatives Minimum und z3 wieder ein relatives (Rand-) Maximum ist.
Wegen D(2) = 8 und D(3) =9 wird das absolute Maximum

in x3 := 3 angenommen.



